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Sažetak
U ovom završnom radu upoznat c´emo se s plohama drugoga reda. Napravit c´emo
klasifikaciju nekih osnovnih ploha drugoga reda. Objasnit c´emo kako ih prikazati
pomoc´u linearnog operatora u prostoru. Nadalje, pokazat c´emo kako iz dane jed-
nadžbe prepoznati o kojoj plohi se radi.
Kljucˇne rijecˇi: ploha drugoga reda, kvadratna forma, svojstveni vektori, svojstvene
vrijednosti, elipsoid, hiperboloid, stožac, paraboloid.
Abstract
In this final paper we will get acquainted with quadric surfaces. We will make
a classification of some basic quadric surfaces. We will explain how to represent
them with the linear operators in the space. Further, we will show how to tell apart
different types of surfaces.
Key words: quadric surface, quadratic form, eigenvectors, eigenvalues, ellipsoid,
hyperboloid, cone, paraboloid
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1 Uvod
U ovom radu razmatramo plohe drugoga reda. U prvoj tocˇki ovoga rada navodi se kla-
sifikacija koja razlikuje devet osnovnih oblika ploha drugoga reda, iskazuju se njihove
formule, osnovne znacˇajke i prikazuju se njihovi grafovi u koordinatnom sustavu (vidi
[5]). Definirat c´emo plohe drugog reda pomoc´u polinoma drugog stupnja triju varijabli.
Objašnjavamo i na primjeru pokazujemo kako linearnom operatoru u prostoru pridru-
žujemo plohu drugog reda(vidi [1], [3]). U iduc´oj tocˇki opisuje se jedan od nacˇina kako
iz formule pomoc´u determinante pripadne matrice i svojstvenih vrijednosti odrediti o
kojoj je plohi rijecˇ. Na kraju c´emo dati primjer prepoznavanja plohi.
Slika 1. Helikoid
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2 Definicija i klasifikacija ploha drugoga reda
Plohe drugog reda se u teoriji obicˇno definiraju kao skup svih nultocˇaka polinoma dru-
goga reda triju varijabli P2 : R3 → R,
P2(x1, x2, x3) = a11x21 + a22x22 + a33x23 + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3 + a1x1 + a2x2 + a3x3 + a0
(1)
pri cˇemu su aij, ai, a0 ∈ R, i, j = 1, 2, 3, te matrica prisutne kvadratne forme
A =
a11 a12 a13a12 a22 a23
a13 a23 a33

nije nul-matrica, što znacˇi da je barem jedan od koeficijenata što stoje uz potencije reda
2 razlicˇit od nule.
Sada c´emo napraviti klasifikaciju devet osnovnih ploha drugoga reda, dati njihove for-
mule, opisati ih i prikazati u koordinatnom sustavu.
2.1 Elipsoid
Jednadžba elipsoida cˇije su glavne osi paralelne s koordinatnim osima x, y, z, a duljine
poluosi su a,b, c redom je
x2
a2
+
y2
b2
+
z2
c2
= 1. (2)
Slika 2. Elipsoid
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Nivo krivulje elipsoida kao i presjeci s ravninama paralelnim xz- i yz-ravninama su
elipse. Sjecišta elipsoida s koordinatnim osima su tocˇke (±a, 0, 0), (0,±b, 0), (0, 0,±c).
Simetricˇan je obzirom na sve koordinatne ravnine. Omed¯en je.
U slucˇaju a=b=c imamo sferu radijusa a.
Slika 3. Sfera
U slucˇaju a=b imamo rotacijski elipsoid.
Slika 4. Rotacijski elipsoid
3
2.2 Jednokrilni hiperboloid
Jednadžba jednokrilnog hiperboloida je
x2
a2
+
y2
b2
− z
2
c2
= 1. (3)
Slika 5. Jednokrilni hiperboloid
Nivo krivulje jednokrilnog hiperboloida su elipse. Presjeci s ravninama paralelnim xz- i
yz-ravninama su hiperbole. Sjecišta jednokrilnog hiperboloida s koordinatnim osima su
tocˇke (±a, 0, 0), (0,±b, 0). Primijetimo da nema presjeka sa z-osi. Simetricˇan je obzirom
na sve koordinatne ravnine. Nije omed¯en.
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U slucˇaju a=b imamo rotacijski jednokrilni hiperboloid.
Slika 6. Jednokrilni rotacijski hiperboloid
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2.3 Dvokrilni hiperboloid
Jednadžba dvokrilnog hiperboloida je
− x
2
a2
− y
2
b2
+
z2
c2
= 1. (4)
Slika 7. Dvokrilni hiperboloid
Nivo krivulje dvokrilnog hiperboloida su elipse. Presjeci s ravninama paralelnim xz-
i yz-ravninama su hiperbole. Jedina sjecišta dvokrilnog hiperboloida s koordinatnim
osima su (0, 0,±c). Primijetimo da nema presjeka sa x- i y-osima. Simetricˇan je obzirom
na sve koordinatne ravnine. Nije omed¯en.
U slucˇaju a=b imamo rotacijski dvokrilni hiperboloid.
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2.4 Elipticˇki stožac
Jednadžba stošca ili konusa je
x2
a2
+
y2
b2
=
z2
c2
. (5)
Slika 8. Elipticˇki stožac
Nivo krivulje elipticˇkog stošca su elipse. Presjeci s ravninama x=k i y=k su hiperbole,
ako je k 6= 0 i parovi pravaca ako je k = 0. Jedino sjecište s koordinatnim osima je
ishodište (0, 0, 0). Simetricˇan je obzirom na sve koordinatne ravnine. Nije omed¯en.
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2.5 Elipticˇki paraboloid
Jednadžba elipticˇkog paraboloida je
x2
a2
+
y2
b2
= z. (6)
Slika 10. Elipticˇki paraboloid
Nivo krivulje elipticˇkog paraboloida su elipse. Presjeci s ravninama paralelnim xz- i yz-
ravninama su parabole. Jedino sjesište s koordinatnim osima je ishodište. Simetricˇan je
obzirom na xz- i yz-ravnine. Nije omed¯en odozgo.
U slucˇaju a=b imamo kružni paraboloid.
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2.6 Elipticˇki valjak
Jednadžba elipticˇkog valjka je
x2
a2
+
y2
b2
= 1. (7)
Slika 11. Elipticˇki valjak
Nivo krivulje su elipse. Kako ne ovisi o z koordinati ova jednadžba je jednostavna.
Buduc´i da dana jednadžba opisuje elipsu u xy-ravnini, ploha koju opisujemo je dobivena
translacijom elipse po z-osi.
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2.7 Hiperbolicˇki paraboloid
Jednadžba hiperbolicˇkog paraboloida je
x2
a2
− y
2
b2
= z. (8)
Slika 9. Hiperbolicˇki paraboloid
Hiperbolicˇki paraboloid ima oblik sedla. Nivo krivulje su hiperbole. Presjeci s ravni-
nama paralelnim xz- i yz-ravninama su parabole. Jedino sjecište s koordinatnim osima
je ishodište. Simetricˇan obzirom na xz- i yz-ravnine. Nije omed¯en. Centar hiperbolicˇkog
paraboloida nazivamo sedlasta tocˇka.
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2.8 Hiperbolicˇki valjak
Jednadžba hiperbolicˇkog valjka je
x2
a2
− y
2
b2
= 1. (9)
Slika 12. Hiperbolicˇki valjak
Nivo krivulje su hiperbole. Kako ne ovisi o z koordinati ova jednadžba je jednostavna.
Buduc´i da dana jednadžba opisuje hiperbolu u xy-ravnini, ploha koju opisujemo je do-
bivena translacijom hiperbole po z-osi.
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2.9 Parabolicˇki valjak
Jednadžba parabolicˇkog valjka je
y2 = 2px, p 6= 0 (10)
Slika 13. Parabolicˇki valjak
Nivo krivulje su parabole. Kako ne ovisi o z koordinati ova jednadžba je jednostavna.
Buduc´i da dana jednadžba opisuje parabolu u xy-ravnini, ploha koju opisujemo je dobi-
vena translacijom parabole po z-osi.
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3 Prepoznavanje ploha drugoga reda
Plohe drugoga reda zapravo generiraju krivulje drugoga reda poput kružnice, elipse,
parabole i hiperbole.
Tocˇka T0 = (x01, x
0
2, x
0
3) ∈ E je nultocˇka polinoma P2 onda ako vrijedi P2(x01, x02, x03) = 0.
Skup svih nultocˇaka S polinoma P2 je podskup u E. U pravokutnom koordinatnom
sustavu (O; e1, e2, e3) u prostoru E skup svih nultocˇaka polinoma P2 identificira se sa
skupom svih rješenja jednadžbe
a11x21 + a22x
2
2 + a33x
2
3 + 2a12x1x2 + 2a13x1x3 + 2a23x2x3 + a1x1 + a2x2 + a3x3 + a0 = 0 (11)
pri cˇemu su aij, ai, a0 ∈ R, i, j = 1, 2, 3.
Neka je nadalje A simetricˇan linearni operator kome u bazi (e) = (e1, e2, e3) pripada
matrica A(e). Ako još oznacˇimo a = a1e1 + a2e2 + a3e3 i x = x1e1 + x2e2 + x3e3, tada
prethodnu jednadžbu možemo zapisati u obliku
Ax · x + a · x + a0 = 0. (12)
Teorem 3.1 Ako je A : X0 → X0 simetricˇni linearni operator na vektorskom prostoru X0 =
X0(E), onda postoje realni brojevi λ1,λ2,λ3 ∈ R i ortonormirana baza (e′1, e′2, e′3) vektorskog
prostora X0, tako da bude
Ae′1 = λ1e′1, Ae′2 = λ2e′2, Ae′3 = λ3e′3
Dokaz: Dokaz teorema se može vidjeti u [1]. 
Drugim rijecˇima za simetricˇni linearni operator možemo pronac´i takvu desnu ortonor-
miranu bazu u kojoj tom operatoru pripada dijagonalna matrica.
Sukladno Teoremu 3.1 postoje realni brojevi λ1,λ2,λ3 ∈ R i nova ortonormirana baza
(e′) = (e′1, e
′
2, e
′
3) tako da je
Ae′1 = λ1e′1, Ae′2 = λ2e′2, Ae′3 = λ3e′3. (13)
Ako još u toj novoj bazi prikažemo vektore x i a,
x = y1e′1 + y2e
′
2 + y3e
′
3, a = b1e
′
1 + b2e
′
2 + b3e
′
3,
onda jednadžba (12), odnosno (11) postaje jednostavnija
λ1y21 + λ2y
2
2 + λ3y
2
3 + b1y1 + b2y2 + b3y3 + a0 = 0. (14)
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3.1 Prepoznavanje plohi iz dane jednadžbe
U ovoj c´emo tocˇki pokazati kako iz dane jednadžbe prepoznati o kojoj je plohi drugog
reda rijecˇ. Radi jednostavnosti napišimo jednadžbu (11) sa sljedec´im oznakama
ax2 + by2 + cz2 + 2 f yz + 2gxz + 2hxy + px + qy + rz + d = 0.
Definirajmo slijedec´e matrice
F =
a h gh b f
g f c
 E =

a h g p
h b f q
g f c r
p q r d

i uvedimo oznake
D - vrijednost determinante matrice F
∆ - vrijednost determinante matrice E
ρ3 - rang matrice F
ρ4 - rang matrice E
k1, k2, k3 - svojstvene vrijednosti matrice e
Želimo izracˇunati svojstvene vektore i svojstvene vrijednosti matrice F, a to radimo rje-
šavajuc´i jednadžbu
Fx = kx
tj, a h gh b f
g f c
x1x2
x3
 = k
x1x2
x3

što možemo zapisati kao a− k h gh b− k f
g f c− k
x1x2
x3
 = 0. (15)
Pripadna karakteristicˇna jednadžba je oblika∣∣∣∣∣∣
a− k h g
h b− k f
g f c− k
∣∣∣∣∣∣ = 0
što je ekvivalentno jednadžbi
k3 + Ik2 + Jk− D = 0, (16)
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pri cˇemu je
D - vrijednost determinante matrice F
I = a + b + c
J = ab + ac + bc− f 2 − g2 − h2
Sada želimo riješiti jednadžbu (16). Svako rjješenje te jednadžbe predstavlja jednu svoj-
stvenu vrijednost. Zatim svaku od dobivenih svojstvenih vrijednosti uvrstimo u jed-
nadžbu (15) i riješimo ju po nepoznanici x, pri cˇemu je
x =
x1x2
x3

svojstveni vektor.
Plohe prepoznajemo pomoc´u cˇetiri podatka: ρ3, ρ4, predznaka determinante matrice
E i jesu li ili nisu sve svojstvene vrijednosti istog predznaka. U Tablici 1. navodimo
kriterij za prepoznavanje nekih ploha drugog reda(vidi [4])
Ploha ρ3 ρ4 Predznak ∆ Isti predznak sv. vrijednosti?
Elipsoid 3 4 - da
Jednokrilni hiperboloid 3 4 + ne
Dvokrilni hiperboloid 3 4 - ne
Stožac 3 3 ne
Elipticˇki paraboloid 2 4 - da
Hiperbolicˇki paraboloid 2 4 + da
Elipticˇki valjak 2 3 0 da
Hiperbolicˇki valjak 2 3 0 no
Parabolicˇki valjak 1 3 0
Tablica 1: Prepoznavanje nekih ploha drugog reda
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3.2 Primjer
Primjer 3.1 Treba pronac´i skup svih rješenja jednadžbe(vidi [3])
7x21 + 6x
2
2 + 5x
2
3 − 4x1x2 − 4x2x3 − 6x1 − 24x2 + 18x3,+30 = 0.
Kvadratna forma iz gornje jednadžbe ima pridruženu matricu A =
 7 −2 0−2 6 −2
0 −2 5
 .
Svojstveni polinom pridruženog linearnog operatora A je P(λ) = λ3 − 18λ2 + 99λ − 162.
Nultocˇke svojstvenog polinoma jednake su svojstvenim vrijednostima linearnog operatora A
λ1 = 9, λ2 = 6, λ3 = 3.
Pripadni svojstveni vektori redom su
v1 = (A− λ2I)(A− λ3I)e1 = 4(2e1 − 2e2 + e3),
v2 = (A− λ1I)(A− λ3I)e1 = 2(−2e1 − e2 + 2e3),
v3 = (A− λ1I)(Aλ2I)e1 = 2(e1 + 2e2 + 2e3),
odakle dobivamo ortonormiranu bazu
e′1 =
1
3
(2e1 − 2e2 + e3), e′2 =
1
3
(−2e1 − e2 + 2e3), e′1 =
1
3
(e1 + 2e2 + 2e3).
Vektor a u staroj bazi (e) je oblika a = −6e1 − 24e2 + 18e3. Njegove komponente u novoj bazi
(e′) oznacˇimo s b1, b2, b3. Buduc´i da je bi = a · e′i, i = 1, 2, 3, dobivamo prikaz vektora a u novoj
bazi (e′)
a = (a · e′1)e′1 + (a · e′2)e′2 + (a · e′3)e′3 = 18e′1 + 24e′2 − 6e′3
Zbog toga polazna jednadžba poprima sljedec´i oblik
9y21 + 6y
2
2 + 3y
2
3 + 18y1 + 24y2 − 6y3 + 30 = 0,
što je ekvivalentno
(y1 + 1)2
2
3
+
(y2 + 2)2
1
+
(y3 − 1)2
2
= 1.
Dobivena jednadžba predstavlja jednadžbu elipsoida s centrom u tocˇki (-1, -2, 1) s osima pa-
ralelnim koordinatnim osima i duljinom poluosi:
√
2
3 , 1,
√
2.
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Koristec´i programski sustav Mathematica nacrtat c´emo plohu ovog elipsoida
Slika 14. Elipsoid
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